Un comentario acerca de hidrostatica

[relacionado al Problema 14 de la Guia 2]

P Cobelli

1 Hidrostatica

Segun vieron en la clase tedrica, una condicién necesaria y suficiente para que un fluido
se encuentre en equilibrio mecénico es:

siendo f un campo de fuerzas externo aplicado sobre las particulas de fluido.

De esta expresion observamos un hecho importante: no cualquier distribucién de
densidades p(r) podra existir en equilibrio, dado que p(7)f(r) no sera necesariamente
un gradiente.

Si la(s) fuerza(s) actuante(s) resulta(n) derivada(s) de un potencial, f = —V¢,
entonces tomando el rotor de la ec. , obtenemos

VpxV¢=0. (2)

Esto significa que los gradientes de p y de ¢ son paralelos, y por lo tanto sus superficies
de nivel coinciden en el equilibrio.

2 La atméoésfera terrestre y el equilibrio hidrostatico

Un ejemplo en el que la fuerza se deriva de un potencial es el caso de la fuerza gravita-
torio, con ¢(r) = gz (en, claro estd, un sistema de coordenadas cartesiano con el eje Z
perpendicular al plano del suelo; y siendo g la aceleracion de la gravedad). En este caso
la ec. adopta la forma sencilla:

dp _

7, = P9 (3)

Si el fluido sometido a dicho campo de fuerza puede considerarse incompresible,
tenemos como solucién a la ultima ecuacion diferencial,

p(z) = p(0) — pgz. (4)

En el caso de una masa de gas ideal a temperatura homogénea, de ecuacién de
estado p = pT'/m, se obtiene:

% = _]% — p(2) = p(0)exp(—mgz/T). (5)
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Para el aire a 0° C, T/mg ~ 8 km. La atmosfera terrestre no se describe ni por
una ley lineal ni exponencial, debido a que la temperatura es, en general, inhomogénea.
Asumiendo un decaimiento lineal de la temperatura con la altura, T'(z) = Ty — az, se
obtiene una mejor aproximacion:

dp pmg

&= hoa

dz = p(2) =p(0) [1 — az/Ty)™/*, (6)

expresion que resulta valida no demasiado lejos de la superficie, con o = 6.5° C/km.

3 Un poco mas

En un campo gravitatorio (localmente) homogéneo, la densidad dependera unicamente
de la coordenada vertical si ha de haber equilibrio mecénico. Asimismo, y de acuerdo a
dp/dz = —pg, la presion solo podra depender de la coordenada z. La presion y la densi-
dad determinan la temperatura, que debe ser también independiente de las coordenadas
horizontales. Diferentes temperaturas a una misma altura necesariamente produciran
movimiento del fluido, que es la razoén por la cual el viento sopla en la atmoésfera y las
corrientes fluyen en el océano. Otra fuente de flujo atmosférico es la llamada ‘conveccién
térmica’ debida a un gradiente vertical de termperatura negativo.

En esta secciéon queria comentarles justamente cémo derivar un criterio de estabili-
dad para un fluido con un perfil de temperaturas 7'(z) sometido a un campo gravitatorio
o(r) = gz.

Si un elemento de fluido se desplaza adiabaticamente hacia arriba desde una altura
z en una cantidad infinitesimal dz, mantendra su entropia s(z) pero cambiara su presion
a p’ = p(z + dz), con lo cual su densidad sera ahora p(s,p’). Para que haya estabilidad
ante un tal desplazamiento, la densidad del elemento desplazado debe superar a la de
aquel que estaba en su lugar a la altura z + dz, que tiene la misma presion pero diferente
entropia: s = s(z + dz). Entonces la condicion de estabilidad es simplemente:

ap\ ds
/ / /
,8) > ,)—=>|=— | — <0. 7
p(p'ss) > p(p',s) <3$>pdz (7)

Ahora bien, la entropia usualmente se incrementa en una expansion, i.e., (9p/9s), <
0, y para obtener estabilidad, deberemos pedir

ds _(Os\ dT' (0s)\ dp ¢ dl" (OVY g
dz <8T>p dz +<8p>sz_ T dz (GT)pV>O’ ®

donde usamos el volumen especifico V- = 1/p. Para un gas ideal, el coeficiente de ex-
pansion térmica es (0V/0T), = V/T; con lo cudl la condicién de estabilidad resulta

dT
AT _ g
dz Cp

9)

En el caso de la atmoésfera terrestre, ¢, ~ 10% J kg K, y el umbral de conveccién
térmica resulta igual a 10° C/km, que no estd muy lejos del gradiente promedio de
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6.5°C/km. Esto implica que la atmosfera terrestre resulta a menudo inestable respecto
a la conveccion térmicall

Para aquellos que les interese, les dejo un comentario adicional. En general, el
cuerpo humano genera conveccion en el aire a temperatura ambiente. Es més: la convec-
cion generada por él es siempre turbulenta. Pueden ver evidencia experimental de este
hecho en la pelicula asociada a este documento.

Qué muestra la pelicula?

En este video, se emplea una técnica de visualizacion de flujos llamada ‘Schlieren’ para
visualizar la conveccion térmica generada por el cuerpo humano en el aire a temperatura
ambiente. El patréon observado se denomina en la literatura ‘turbulent plume’. El aire
en las proximidades del cuerpo resulta calentado, lo que causa su ascenso y, por ende, la
transferencia de calor al medio circundante. El hecho de que el movimiento es turbulento
redunda en una transferencia de calor mas eficiente. En la dltima parte del video la
persona exhala aire en repetidas oportunidades, lo que resulta visible como un chorro
turbulento en la imagen schlieren.

La temperatura decae con la altura solo en la tropésfera, es decir, hasta —50° C a una altura de
entre 10 y 12 km de la superficie. A partir de esa altura, la temperatura crece en la estratosfera hasta
alcanzar los 0° C a una altitud de 50 km.
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